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Pengenalan Aplikasi Matematika G
Mathematics is everywhere! GADJAH MADA

Antrian di BANK Antrian Lalu Lintas Antrian di Kantor Pos
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Masalah Lalu Lintas Masalah Lalu Lintas

u
| BEDA ARTI LAMPU LALU LINTAS

| Di LUAR NEGERI Di INDONESIA

KENDARAAN BOLEH
JALAN

KENDARAAN BOLEH
JALAN

TANCAP GAS!
NTAR KEBURU
MERAH!

SIAP-SIAP BERHENTI /
KURANGI KECEPATAN

LEBIH KENCANG !
(APALAGI JIKA BELUM
> 3 DETIK MERAHNYA!)

Sumber: KANTOR PUIS
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BAHASAN:
Masalah Antrian di Kantor Pos
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Outline

**Perumusan Masalah

*Model Matematika: Antrian di Kantor Pos
s*Sistem Antrian dengan 1 server (M/M/1)
**Sistem Antrian dengan 2 server (M/M/2)
*»»Aplikasi di bidang Aljabar: SPL dan Matriks
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Perumusan Masalah: Model antrian di Kantor Pos

UNIVERSITAS
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Salah satu lembaga penyedia pelayanan jasa yang tidak dapat dipisahkan
dar1 masalah antrian adalah Kantor Pos. Masalah 11 terlihat pada antrian

pelanggan vang menunggu dilayan1 di depan loket pelayanan. Untuk
mengoptimalkan kinerja pelayanan pada loket pelayanan. digunakan teor1 antrian

untuk mengetahu dan menganalisa model antrian yang cocok untuk diterapkan.

1.  Bagammanakah model antrian yang diterapkan pada loket pelayanan ?

2. Bagammanakah mengoptimalkan waktu pelayanan pada loket pelayanan ?
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Bagaimana merancang sistem pelayanan
sehingga waktu tunggu konsumen di antrian berkurang

LOCALLY ROOTED, GLOBALLY RESPECTED UGM.AC.ID




Batasan Masalah:

UNIVERSITAS
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Sistem Antrian dengan 1 server dan 2 server
] Pl :
DATANG E antrian EK_ELUAR
SERVER
pelanggan
kedatangan Q ''''''' m T O » meninggalkan
pelanggan ke sistem pelanggan sistem
dalam antrian pelanggan

dalam pelayanan
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Model Antrian di Kantor Pos
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Kantor Pos mempunyai 2 loket pelayanan.
1. Loket A : melayani transaksi keuangan
2. Loket B : melayani transaksi pengiriman surat/barang

Misalkan:

» Waktu antar kedatangan pelanggan di loket A berdistribusi Eksponensial
dengan laju 15 pelanggan/jam.

» Waktu antar kedatangan pelanggan di loket B berdistribusi Eksponensial
u 18 pelanggan/jam.

ayanan di masing-masing loket berdsitribusi Eksponensial
u 3 menit/orang.

dengan |aj
» Waktu pe

dengan laj
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Sistem Antrian dengan 1 server (M/M/1)

UNIVERSITAS

AS um Si ‘ GADJAH MADA

 Waktu antar kedatangan dan pelayanan berdistribusi Eksponensial
denganlaju A, = Adan u,, = u

. . A
* Faktor utilisasi p = —

U
* Banyaknya server =1

e State = banyaknya pelanggan dalam sistem,
sehingga state space ={0,1,2,...}
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Sistem Antrian dengan 1 server (M/M/1)
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* State space =1{0,1,2,...} dengan A,, = A dan u,, = i (homogen)

0 1 2 —— n-1 n neq) o oo
.\_/\/.\_ ‘/\_/‘\_/\_
M H, M, M.+
e Matriks Transisi ) A 0 0 0 ]
o —(A+p) A 0 0
(homogen} o—-| 0 4 —0+pm A o0
0 0 7 —(A4+p) A
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Sistem Antrian dengan 1 server (M/M/1)
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e Matriks Transisi T A 0 0 0
o —(A+p) A 0 0

Q=1 O i —(A+ p) A 0

0 0 7} —(A4+p) A

* Steady state m = (7, T, M5, ... )
* Sistem Persamaan Linear
. = 0 (balance equation)
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Sistem Antrian dengan 1 server (M/M/1)
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e Steady state

‘:’77:0:1"[)
@ m = p(l-p)

<&

*

* 11, =p"(1-p),untukn = 2.

L)
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Sistem Antrian dengan 2 server (M/M/2)
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 Waktu antar kedatangan dan pelayanan berdistribusi Eksponensial
dengan laju A dan u

* Banyaknya server m =2

e A
* Faktor utilisasi p = —

2u
e State = banyaknya pelanggan dalam sistem,

sehingga state space ={0,1,2,...}
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Model Antrian di Kantor Pos UN "
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Untuk mengurangi penumpukan pelanggan di antrian,
Manager akan menerapkan kebijakan baru yaitu:

setiap loket dapat melayani dua transaksi (keuangan dan pengiriman
surat/barang).

Bagaimana efek dari sistem baru terhadap
Rerata jumlah pelanggan dalam sistem antrian
JRerata waktu yang dihabiskan pelanggan di antrian.
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Sistem Antrian dengan 2 server (M/M/2)
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e State space ={0,1,2,...} 2

e Matriks Transisi
(homogen)
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Sistem Antrian dengan 1 server (M/M/2)

—A
T

Q=] 0
0

e Matriks Transisi

 Steady state m = (1, 7w, T, ...

e Sistem Persamaan Linear

A
—(A +p)
21
0

)

0
A
—(A+2p)
21

. = 0 (balance equation)

LOCALLY ROOTED, GLOBALLY RESPECTED

UNIVERSITAS

GADJAH MADA

UGM.AC.ID




Sistem Antrian dengan 2 server (M/M/2)
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e Steady state

-1
RN
O R B
07 (&n=0 4, 21 1-p
A
X 1= (;) Tl
&)2
& m,=-E—p"?m,, untukn > 2.
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L

_ ._ , 1 _
Little's formula: W,==2; W=W,+ —; L = A\W.
‘}." lt"[ 'UNIVERSITAS
GADJAH MADA
M/M/1 M/ M/s
50 2 Le = n— q{” — §)Tn
Ly = Z n— 1) = lﬂ_p '? 1
_— A ) (-5”.- n ' rj”-' ) o
= ! .:!” (1 .ﬂF . {Zu ﬂl r:.:} + .:!” -11_.-‘?}
ro L, _ P
11' q — = = i I.r
A p(l—p) W, = -2
A
. 1 1 1
W =W, +— = _ :
Tp p(l—p) o Hq-l-”
L=\W
L=\w=-"
L—p
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Sistem Antrian di Kantor Pos (M/M/1)

d M/M/1 Loket A UNIL::ERSITAS

GADJAH MADA
A=15

1 = 3 menit/pelanggan = 20 pelanggan/jam
p=A/u=3/4=0.75
Rerata jumlah pelanggan di loket A=L = ﬁ = 3 pelanggan

Rerata waktu yang dihabiskan pelanggan =W =0.2 jam = 12 menit

d M/M/1 Loket B

A =18, u =3 menit/pelanggan = 20 pelanggan/jam

p=A/u=9/10=0.9

Rerata jumlah pelanggan di loket B =L = ﬁ = 9 pelanggan

Rerata waktu yang dihabiskan pelanggan =W = 0.5 jam = 30 menit

Jadi, rerata jumlah pelanggan di dalam sistem antrian adalah =3 + 9 = 12 pelanggan.
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Sistem Antrian di Kantor Pos (M/M/2)
d M/M/2 GADJAH MADA
A=15+18=33

1 = 3 menit/pelanggan = 20 pelanggan/jam

0 =2/ 2u =33/40 = 0.825

*fi B @ .

-1

Y

— + = 0.0959

n! 2!1—pj

Ty =

\n:O
L,=3.516 pelanggan

W,=0.107 jam = 6.42 menit
W =0.517 jam =31.02 menit
L =5.166 pelanggan
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HOTS dan Problem Solving Strategies
Bidang Aljabar

I. Algebraic Identities
Il. Unique Factorization of Polynomials
Ill. The Identity Theorem
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l. Algebraic Identities

Untuk manipulasi persamaan ke dalam bentuk yang lebih
mudah dipahami.

Formula Faktorisasi ‘Knﬁwt ;
a* x2ab+b% = (Caxb)?

A" -b" . (a-b) (a™' Fa™-*by--- & abn—1+bhf\)
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Wea a2 gavgll | Jtea b drqank denaan -h
@ mzvcjulz
o™ -C-5)" = (a- b)) (a""+ a" -5+ AC-H) " 3(6)

& 04N - (a-rb) (a“"‘- a™2b 4o —ab™*, bh—()

D
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e

Dact @ ddperoleh.
a"-b" - (arb) (a“"‘_ a"2h & - rab®*_ bh-l)

Tocdapat n kv dengan randa DO

se larg- se IV:S

tande pada b selalv micos.
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J’lka b d(gan%{ dzv\ﬂaﬁ ~p WML @ , Maka,
®=®
NOTE -

@ berlaw vamk te 27 (Gumap dan gpr)
) bertawo uniwk hne2” Bl
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e A f.

Cottoh 1

‘Tu«\so(«.lum bahwa ﬂl‘-— 20n*+4 adalah
(vi[ansan komposit | Xne# .
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Tunf\\‘okkan bahwa (\4— 20n*+4 adalah
bi[ansam kompostt | Xne# .

%i(nﬁnn lamgost 3 w(d;‘";‘b
blangun aslf > 1 dan Wharprivia
cm,.bkﬁ 4, 6)316 , 30, Ast
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{7 Py

Teal T : a%-20n%4¢

|

nd. 200? 14 .—,(n‘* = 4n9~+4) — bn*

n4-2on?4q = (n2-2)* _ (4n)

= @l-z—«u}Cni-z+4n)
L~ —

%W: both (ow egpﬂ-l o

UGM.AC.ID LOCALLY ROOTED, GLOBALLY RESPECTED



(€7 UNIVERSITAS GADJAH MADA

e

hnaaskan p?-2-4n= L & g2 -4an-3 =0

e) A= ‘t‘—'—W

=
= N = .’L;H'Zf
bum 'm‘('caef
o‘:; ?waawla,‘mn salal ,1-E-
: 2_2-an# (-
J‘u R mflbﬂ' ywaka 07— 7
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e A f.

Couho(m 315
TEM\)Mu Sewiv A Y.zwjele,um'x rea( 4ard STéem berkots

(%) FrYy+3 =W
Sk B
(W) J-:'Z'.*V‘}"'i' W
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{ L

Tenblean sewwn pemgelesatan real dars suiem berihorts

[l etats e

o
) J"}‘C*-“}*i R

salah satv dars %Y 2 bernilat sama
CDV\:\CO'\N’& " M” w dan zﬁwﬁlaim bernilat

My\\:& dovi \ihmﬂaw gatinva. .

M‘ﬂ\, 'Xf‘-‘v"o ’ ‘55'1
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{ L

Ded (1) Mgeroleln

Tty bed o RIET IR
X S =) W K}j& w

> ® (yzixasxy) =x42
WSy
™ (xrya2) (Yz + zc-a-\vlc\ﬁ = XYz

S (MU A %22 & %Y 4 g Ay2 4xu?
4Ua? yxa2 4 Xy =XY2

LOCALLY ROOTED, GLOBALLY RESPECTED

UGM.AC.ID




AC 4 \]‘\
(CF) UNIVERSITAS GADJAH MADA

) E @A ED)°

(= Ky 452422 492) 4
Y(xy+yz s 224 9x2) = O

= (X14) Lx\y«@—\ x2 +@) 2D
=> Cmg)& y4e) + %(5"7’1}&"’0

= (x4y) (x+2) Cg«m) = 0

& wYoo V  RK¥&=0 V' yr-=0
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{7 Py

=  (x+9) (x+2) (y+e) =0

® %Yoo V  Xk=0 V' yyz=0

D) Misa|  *4ye0 & X=—4 :
mak& 2 = 4 (®1Y) o, w

Unhk %220 A dn, 342=o daw
di’mﬁokkw\ W3aw Cath SWS tama, . ﬂ
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Xl A f.

Contoh 5

TQ'SkaQﬂ bakwﬂ_ kdﬂk m hll"jaﬂ ?""‘"
fade bacisan tak bhingan bilangan Wlat berikot

10003 . 160010001 , 1000106010001 , --- ()
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Com\_ﬂk 3? I/
‘TMTkkan bahwa Hdak ads lﬂlunjan prima
fm barisan tak khﬁﬁu bilanﬁan bolat berikot

(0003 . 160010001 , 1000100010001 , --- (&)

AT : wkan bt . prima — Wil L‘Ompos‘i%
Cy) daga;t Al Skan Aalam bentuk -

4 4 % an
ixio- , 14100400 .. i+to"‘+(§+---4|o

) - -

(ebih vmom, @

1“‘xq, \*ﬂk*x%’-.- > l-lv’("ﬂ\"x%—\---*?(‘ )-z:

unfle Sebarans pil. bulat x, X2,
Terdayo& 2 WKasvs ( n gonayp ofa0 N garfjlo
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(4
Misal ‘L 4 (2. m4
& N L e vc%m 4K )

2« C(+sc‘t)+x9 C\+1<“>+v<“'(l+x ) + -

Z = (HK“)X;H%“(“ g v
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—

U
el
—
V___v___’—_____—_/

jm, andok n gargi diperoleh. 2 adalah
H\m(w)an komwﬁl.
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E, n ﬂcnap , N=2mM

L en =
Misal )“_\/)q_i ,/L
—}_:@—?X8+---+x4C2M)
‘I!\ﬁd"- & ===

a®-b" . Ca-—b)( larat b xab"? bn’()

Ambil a-=1 aan b=7<1‘
2= (4% 4% x4 _
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Ambil a-=1 Aan b= x4

2= (4% 3y x¥% x atama s

|- G( ‘1) 2mM+|

l-x 4

R

————— e ——————————

(V=x%) (1ex?)

% =

1

= (g5 ctex® +%%% - +(7c2)2)"‘>.
\ e e
(l-—f.a"’f?(q"'xgi'"' *@1)4)
* >

o 2 adalah Blawjan kompsF. B
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Il. Polinomial derajat n

R X" & An - 7(”‘ + ... QX+ 4y
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Division Algorithm

Dibutkan oknomeal F09 dan G0,
D) 3 poknomial QC<) dan R(=) S.¢.
FQ) = QLA . GO + RO,
dangan RCX) =0 atav
deg R (=) < by G(R
) 3 poltnemtal S dan T s.b.
gcd (%.4)= SE+ &,

L

jtkm goi (.4)= 4 maka T 4an (x
relafe pima.
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Conton 4

Teatukann golinomtal PCx) €.&.

C5) PCx) habis dibagi =%+

() Ve x1 abe driage KT FEEEL
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Conton 4 R J

{7 P

Tuh)kan go\inomial ?ch) c.&.
(1) DGR habis dibagi  w* L

2
() pCx) +1 hawts dilrge it et 4O

Deci (1), D polinomial SCA) %
P(<) = (x*4) SCA)-
Dact 1), a YOWM“‘“[ 10 St-

R te (474 ) TG

X

-~

P = (x24) SCx) :(?‘g*ﬁ“*\) ’\‘Cri)/-\i.
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P(x) = (qq%rb C(x) ;(7:'5«7&"‘&\) Tix<) -1
= (R24x%*) (<) — (x*40) SCR) =@
@ g Ch dact

24l dan K4+

o924 dan w4 w4t relafle priMa.

UGM.AC.ID
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{7 P

X*41 Asn x3yxt4 relatte  prim a

™ —

\X, working back we s

-
0

<*4l 4+ x C"’"‘)
s XM & x [(x% w2 - (40) CF“"'D]

=(K‘*DC\¢7<('MQ) x X Cw’-\rx’u)
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NN
12

1 = <*+ + x(C-%) u )
e S [(XS& w2 - (40) CK"*D}

(KD (1-% (=40) & % C'zcg*’&’*‘)
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jadt, Plx) = (x*>x) SCR

- (x2n) ('R"AF—-\) B
—-’.__.-—""—'-//
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Teorema Faktor

Dtbertknrn ?olcmtm’d FM .
G“"D‘" a  dikatakan aker dovt TG =0
1.h.j. (x-a) adalah falbr dar % GS)

'fﬁa z C'}C-w)m (& (x) ,
hnym (e #£°9.
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Contoh S
Diberikan pplinomial FG6) = K 4 Ap X714 4 do

dan 4 Wil bulat becbeda a,bc,d ¢-%.

(R < F(5) = FC) = FA) =6

Turykken bakwa fhak ada bil. butat K
c. & ?Ck) eV -

UGM.AC.ID
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Mialkan &GR) = QGQ-G;)

——

¥

6&):?(‘3 -5 = 0
= CW) :?Cb)—g = 0
G Cc) = ¥Co) -5 =0
G (&) . r'f(d) -$ =0

e

L———"Y"

\

cAWnC. A adalah akacl A @)

L‘Tcorma ,fauvr
(x-a) , (x-9), OG—C)} (x .-A,) : ,fa(abﬂ dart ((0<)
Vol e

G(x) e (x&)Cx-b) Ge-0) Cx-4) HEK)

UGM.AC.ID
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Andatkan tecdapat Wl bulat L oc4. 4009
maka

G(R)e €Ck) -5 8-5 =3
& C-n) (k-9) (k-0) (k-A) HO) <3

o
») prialtan 9 wil. bulat
o) 0.b.Cid berbeda

C-a), (), (ko) (est) berheda
\\' Fa(ﬂb \;annak caty dave W(. C &) C\c-b'),

(k-0) , (&) Sama dengan £ 8
\fus (atn @
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Ck-n), (k) (o), (tcst) berbeda
Ya&(:ﬁ \:annak. catv dave K(. C &) Ck—b'),
(-€) , (&) Samn demtan/ £ 5
\YMQ (atn @
V

Tidak monﬁlcfn
bdak oda Gl Wist & s F(=8 B
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" ey

lll. Teorema ldentitas

) Misalkcan P goltnomtal {ac 0ol decafat a.
3%&4 a adalah akar dart V(%) co , maka

ferdagat (ottnom?al Q derafat 0~ 5.5
?(ﬁ') B C\C"‘j &C") .

% mw\yvnﬁqﬂ' (atinﬁ banja(«. n akar
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Teorema ldentitas

Dibectican dya golinomra( derarat <0 . ika

kedva polinomral berntlal sama unfvic lebih dari n
nileg berbeda, maka kedoa Qoltaomta( TOENTIK

(ontoh 6
Teablkan Sewva pofinomtal YG<)  S-%.
Plx2+D) = (06D)* 4\ dan Pl)eo0.
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Check. - pCo) =0 i s
P0 Y= ¥ (240D c(pte)*xs =1
P(2) - p(@*/‘)’;_(—p;co)“ ¥y < %
Pls) - PC@W&D\H 1:9
PLad)e p(EEkD) - (PLsIP+1 = 25

——— i

KocO
T = Kna 41
Dowgon tndoks  dapat dibnfulckan PLa) « Tn

JM& poliromtal PG<) dan 72 berwilat sama votok
\',tk ktnﬁys i, bolat e

e
b Teorema §denkitas

PC'K? = X
Jud{ 4‘ fokivomtal  Plx) | yaib pxl=x 8
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{7 Py

Conton 7
Micalcan w dan X2 akac¥ dac

%(a‘t&')_vc 4+ (ad-bc) = o)

'thgohka;\ bawwa K% dan 'x,f adalah alary

dar’
@ 82" (a3x A2+ 3 abC 3bCA.) 3“' Cad-—ba)g.-, (v}
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V\keﬂ-dnu'i XatKg = O4 A

X}“K; L ad "bc

(R 4ra) : axixa + 3K%s 4@
) K\Z& K =(7<\-»7cﬂ3- 3 %\ (‘MVM.}
= (Md]‘" — 2 (Caa-bc) C“"k)
. (od) [(0+A)* - 2Cad-bO) ]
(axa) (0% - ad +4> & Zbo>
= 0% 4d%% 3abc £ 3bcd K

3 3
'7(\3-7(1,3 = (J‘\‘K&) c (ad -«\vc) /g

Dat Teorema Vieta , Aermukt fohoa x@ dan X2
sdatah akac doct (P B
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Terima kasih ...
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